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Рассматриваются вопросы динамики углового движения наноспутников с гравита-
ционными демпферами. Демпфер представляет собой твердое тело, вращающееся в
сферической полости с вязким жидким наполнением, создающим внутреннее тре-
ние с диссипацией кинетической энергии углового движения. В отличии от класси-
ческих моделей подобных вязких демпферов, использующих схему М.А. Лаврентье-
ва со сферической динамической симметрией тела-демпфера, в настоящей работе
тело-демпфер имеет центральный трехосный эллипсоид инерции, что повышает эф-
фективность взаимодействия с внешним гравитационным полем. Это позволяет ис-
пользовать в качестве такового внутреннего тела-демпфера практически любой ав-
тономный агрегат наноспутника, размещая его в герметичной сферической оболоч-
ке внутри сферической полости с вязкой жидкостью в центре масс главного тела-
корпуса спутника. Наличие трехосевого тензора инерции тела-демпфера изменяет и
усложняет математическую модель углового движения по сравнению с классиче-
ской, что может рассматриваться как определенное обобщение и развитие исследо-
ваний в этом направлении.
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1. Введение. Угловое движение космических аппаратов с вязкими демпферами бы-
ло и по-прежнему остается важной темой исследований в рамках динамики твердого
тела и ее прикладных вопросов, связанных с механикой космического полета. Нали-
чие внутренних демпферов в форме сферических тел внутри сферических полостей с
вязкой жидкостью, размещенных в составе базового твердого тела исследуется в рам-
ках самых разных динамических аспектов, включая вопросы построения математиче-
ских моделей, поиска законов движения, анализа устойчивости режимов движения и
многого другого. Начиная с фундаментальных работ по проблеме движения состав-
ных твердых тел с внутренними вязкими демпферами [1–3], динамика подобных
твердотельных систем с жидким наполнением изучалась в работах Ф.Л. Черноусько,
Л.Д. Акуленко и других авторов [4–16] и, более того, в настоящее время приобретает
новые важные аспекты в рамках прикладных вопросов разработки спутниковых си-
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стем на основе современных сверхмалых формфакторов, включая так называемые на-
носпутники.

Наноспутники в своем общепринятом конструктивном варианте имеют модульную
структуру, когда весь космический аппарат компонуется из самостоятельных модулей
(units), заполняемых соответствующими агрегатами и оборудованием. Если выделять
признанные схемы компоновки наноспутников, то стоит подчеркнуть, что они стро-
ятся по так называемой компоновке “CubeSat”, где отдельные модули представляют
из себя кубические конструкции с размером ребер 10 см. На основе таких кубических
модулей, как это хорошо известно, далее составляются конкретные наноспутники,
получающие цифровые индексы, отражающие количество содержащихся в их составе
модулей – это обычно указывают в форме 3U, 6U, 12U и т.д. Современным стандар-
том в большинстве космических миссий признана схема трех линейно скрепленных
модулей, образующих наноспутник CubeSat-3U, которая находит себя и в образователь-
ных и в исследовательских миссиях университетов и научных организаций. В связи с
принципиальной простотой конструкции указанные наноспутники не могут содержать
в своем составе каких-либо сложных агрегатов, обладающих высокой эффективностью
функционала и большой энергоёмкостью, что характерно для полнофункциональных
космических аппаратов большого формфактора. В этой связи актуальной становится
задача разработки таких схем и агрегатов наноспутников, которые бы могли быть од-
новременно простыми с точки зрения конструкции и компоновки, а также обладать
множественностью функционала своих внутренних агрегатов, что позволило бы не
только выполнять целевую функцию (фотосъемка, прием-передача радиосигнала, из-
мерение параметров среды, и пр.), но также быть использованными в качестве ра-
бочих элементов.

Примером подобной возможности может быть рассматриваемый в настоящей ста-
тье гипотетический наноспутник CubeSat-3U, внутри центрального модуля которого
размещена сферическая полость с вязким наполнением, содержащая подвижную сфе-
ру с внутренним отцентрированным в инерционном смысле агрегатом, выполняю-
щим, например, роль радиометра с автономным блоком питания и радиопередатчи-
ком, транслирующим измеренные параметры среды в эфир. В этом случае функцио-
нальный агрегат (автономный радиометр-радиопередатчик) выполнял бы свою
целевую миссию, одновременно являясь тем самым вязким демпфером, предназна-
ченным для придания предпочтительных свойств динамике углового движения спут-
ника (достижение и стабилизация гравитационного стабилизированного положения).
Так, в случае, когда центрированное твердое тело агрегата внутри сферической обо-
лочки обладало бы идеальным центральным сферическим главным тензором инер-
ции, твердотельная система наноспутника соответствовала бы классической механи-
ческой модели М.А. Лаврентьева [1], изучаемой во многих аспектах своей динамики в
работах [1–3, 10–15, 20–22]. Природа движения такой модели основывалась бы на
взаимодействии главного базового тела, обладающего тензором инерции общего вида,
с внешним центральным гравитационным полем, стремящимся развернуть тело в гра-
витационно-ориентированное положение на орбите, в то время как внутреннее тело
продолжало бы свое движение без влияния на него центрального поля гравитации в
связи со сферической инерционно-массовой компоновкой. В этом случае между тела-
ми создавалось бы относительное движение, вызывающее в свою очередь взаимодей-
ствие тел посредством жидкостного трения среды между стенками полости и внутрен-
него тела. Указанная классическая ситуация имела бы место в том случае, когда трех-
модульный наноспутник обладал бы такой инерционной компоновкой, когда его
центр масс располагался бы в центре масс центрального модуля, внутри которого рас-
полагалось бы тело-демпфер с точным совмещением своего центра масс с центром
масс полной механической системы и обладало бы сферическим тензором инерции.
Однако, как отмечалось выше, внутреннее тело-демпфер в реальных задачах космиче-
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ской миссии выполняло бы свой функционал, являясь неким реальным агрегатом, в
связи с чем, его тензор инерции отличался бы от сферического, что, к сожалению, вы-
водило бы механическую систему из классического типа, но являлось бы необходи-
мым с точки зрения практических целевых задач наноспутника. Размещение допол-
нительных масс для придания тензору инерции сферических свойств ухудшало бы
массовые характеристики наноспутника, минимизация массы которого является од-
ной из приоритетных целей при конструировании любой космической системы. Сто-
ит также отметить, что подобная схема вязкого демпфера может использоваться в слу-
чаях, когда взаимодействие с внешней средой имеет иной характер, нежели гравита-
ционное взаимодействие. Например, можно указать применение этого механического
типа демпфера в случаях, когда предпочтительное взаимодействие идет с геомагнитным
полем, что переводит тип “гравитационного демпфера” в тип “магнитного демпфе-
ра”, когда тело-демпфер, либо главное базовое тело спутника обладает собственным
дипольным магнитным моментом, взаимодействующим с внешним магнитным по-
лем. Подобный класс магнитных демпферов, а также магнитные системы управления
и стабилизации движения космических аппаратов также были и остаются одними из
самых актуальных объектов исследований и разработок [17, 18, 23–26].

Целью настоящей работы является формирование облика и изучение углового дви-
жения на круговых орбитах трехмодульного наноспутника с центральным модулем,
содержащим тело-демпфер в сферической полости с вязким наполнением, имеющим
центральный трехосный тензор инерции. Эта механическая система не может быть
описана на основе классической модели Лаврентьева и требует разработки новой ма-
тематической модели, развивающей и обобщающей в некотором смысле проблемати-
ку использования вязких демпферов в рамках движения в центральных полях гравита-
ции. Для достижения указанной цели в работе осуществляется построение математи-
ческой модели движения системы с трехосным демпфером на базе теоремы об
изменении кинетического момента, а также изучение возможности ее практического
применения на основе выполнения численного анализа динамики в сравнении с дви-
жением соответствующей классической модели.

2. Математическая модель углового движения наноспутника с гравитационным демп-
фером на круговых орбитах. 

2.1. Механическая модель и принцип функционирования. Рассмотрим наноспутник
CubeSat-3U (рис. 1), центральный модуль которого содержит сферическую полость с
вязкой жидкостью, внутри которой свободно плавает сфера меньшего радиуса с жест-
ко прикрепленным к ней внутренним твердым телом-демпфером, имеющим трехос-
ный тензор инерции с центром масс, совпадающим с центром сферы. Будем предпо-
лагать, что центр масс всей системы в этом случае всегда совпадает с центрами масс
базового тела (все три модуля без внутренней сферы с демпфером) и тела-демпфера. В
этой связи взаимодействие тел передается только посредством жидкостного трения
вязкого наполнения в сферической щели, которое мы будем моделировать в виде мо-
мента сил, пропорционального относительной скорости вращения тел.

Как уже было замечено во введении, динамика спутника с гравитационным демп-
фером основывается на различии во взаимодействии главного базового тела и внут-
реннего тела-демпфера с центральным гравитационным полем, стремящимся развер-
нуть тела в гравитационно-ориентированные положения на орбите. Вследствие раз-
личий в инерционно-массовых параметрах тел они будут совершать разные угловые
движения вокруг собственных центров масс, что создаст в свою очередь относитель-
ное угловое движение тел и соответствующее жидкостное трение в щели сферической
полости.

По сравнению с классической моделью, в которой тело-демпфер имеет сфериче-
ский тензор инерции, в рассматриваемом случае тело-демпфер является трехосным, и
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Рис. 1. Схема наноспутника CubeSAT-3U (а) с центральным модулем (б) с внутренним гравитационным
демпфером (в).
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поэтому в качестве такого тела-демпфера может использоваться некоторый функцио-
нальный агрегат, выполняющий свою независимую миссию.

2.2. Системы координат и уравнения движения. Будем использовать следующие си-
стемы координат: CXYZ – орбитальная система координат, ось Z которой направлена
из центра Земли в центр масс системы на круговой орбите, ось Y ортогональна плос-
кости орбиты и сонаправлена с угловой орбитальной скоростью, ось X представляет
третью ось правой системы координат. Система Cxyz является центральной системой
координат, связанной с базовым телом наноспутника, которая сонаправлена с глав-
ными осями инерции базового тела. Система Cx1y1z1 является центральной системой
координат тела-демпфера, сонаправленной с его главными осями инерции.

Угловое положение базового тела относительно орбитальной системы координат
будем описывать эйлеровыми углами {θ1, θ2, θ3} в соответствии со следующей после-
довательностью поворотов x → y → z. В этом случае матрицы последовательных пово-
ротов и итоговая матрица перехода от системы координат CXYZ к системе Cxyz имеют
вид:

(2.1)

(2.2)

где литеры “c” и “s” обозначают функции cos и sin, соответственно.

Положение тела-демпфера относительно орбитальной системы координат будем
описывать по аналогии эйлеровыми углами {ψ1, ψ2, ψ3} и полностью аналогичной мат-
рицей перехода от системы координат СXYZ к связанной системе Cx1y1z1:
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(2.3)

Тогда можно записать следующие кинематические системы уравнений с учетом нали-
чия орбитальной угловой скорости ω0, где абсолютная угловая скорость базового тела

в своих связанных осях описывается вектором , а угловая скорость тела-

демпфера в своих связанных осях описывается вектором :

(2.4)

(2.5)

Рассмотрим движение системы с телами, имеющими следующие тензоры инерции
в своих связанных системах координат:  – центральный главный тен-
зор инерции базового тела (без тела-демпфера),  – центральный
главный тензор инерции тела-демпфера. В данном случае совпадения центров масс
системы, базового тела и тела-демпфера уравнения углового движения этих отдель-
ных тел будут иметь стандартную структуру в своих связанных системах координат,
где влияние со стороны второго тела будет описываться моментом взаимодействия,
выражающего наличие жидкостного трения, формально выступающего в роли “внеш-
него момента сил” от второго тела системы [19]:

(2.6)

(2.7)

где   – компоненты матриц (2.2) и (2.3), соответствующие

направляющим косинусам оси Z. Вектор  рассматривается как
формально внешний момент сил, действующий на базовое тело со стороны тела-

демпфера посредством трения. Вектор  – есть момент сил, дей-
ствующий на тело-демпфер со стороны базового тела. Эти моменты сил будем рас-
сматривать в виде, пропорциональном относительной угловой скорости тел по отно-
шению друг к другу с коэффициентом пропорциональности , описывающим кине-
матическую вязкость:
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Таблица 1. Параметры системы с трехосным тензором инерции демпфера

Параметры и начальные условия движения тел

Моменты инерции
[кг м2]

Начальные угловые
скорости [1/с]

Начальные углы
[рад]

Базовое тело J = diag(0.0045, 0.0055, 
0.0035)

ω(0) = [0.002, 0.001,
–0.002]

{θi} = {0.15, 0.1, 0.2}

Тело-демпфер J' = diag(0.003, 0.004, 
0.0015)

ω'(0) = [0.002, 0.001,
0.005]

{ψi} = {0.05, 0.02, 0.03}

Орбитальная скорость ω0 [1/с] 0.0012
Кинематическая вязкость  [Н м с] 0.00001ν
(2.8)

Таким образом, системы динамических и кинематических уравнений (2.4)–(2.7) с
величинами моментов сил (2.8) будут полностью описывать динамику механической
системы в параметрах угловых скоростей тел и эйлеровых углах {θ1, θ2, θ3} и {ψ1, ψ2, ψ3}.
В разрешенном относительно первых производных углов ориентации кинематические
уравнения будут иметь вид:

(2.9)

(2.10)

Построенные уравнения (2.6)–(2.10) представляют собой замкнутую математиче-
скую модель динамики движения наноспутника с трехосным гравитационным демп-
фером.

3. Моделирование динамики движения. Для изучения эффективности предложенной
модели в сравнении с классической, а также для оценки ее практического примене-
ния проведем численное моделирование динамики движения на основе численного
интегрирования уравнений (2.6)–(2.10) при гипотетических параметрах системы и на-
чальных условиях, приведенных в таблице (табл. 1).

Результаты моделирования представлены на рис. 2,а–6,а, из которых видно, что
внутренний демпфер эффективно осуществляет гашение угловых скоростей нано-
спутника. Явно наблюдается тенденция, при которой компоненты вектора угловой
скорости, соответствующие среднему и наименьшему моментам инерции (p, p', r, r')
стремятся к нулю (рис. 2,а, 4,а), а компоненты q и q', соответствующие наибольшим
моментам инерции постепенно принимают абсолютные величины, равные орбиталь-
ной угловой скорости (рис. 3,а).
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Рис. 2. Зависимости угловых скоростей p (1) и p' (2).
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Рис. 3. Зависимости угловых скоростей q (1) и q' (2).
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Как видно из результатов моделирования, тела стремятся занять гравитационные
положения равновесия, совпадая своими связанными осями с осями орбитальной си-
стемы координат, что отвечает принципу гравитационной стабилизации.

4. Сравнение эффективности работы демпферов с трехосным и сферическим тензорами
инерции. Для сравнения эффективности действия классического демпфера со сфери-
ческим тензором инерции и демпфера с трехосным тензором инерции можно прове-
сти численное моделирование на основе тех же уравнений (2.6)–(2.10) с теми же на-
чальными условиями движения и параметрами системы, кроме значений моментов
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Таблица 2. Параметры системы с классическим демпфером

Параметры и начальные условия движения тел

Моменты инерции
[кг м2]

Начальные угловые 
скорости [1/с]

Начальные углы
[рад]

Базовое тело J = diag(0.0045, 0.0055, 
0.0035)

ω(0) = [0.002, 0.001, 
–0.002]

{θi} = {0.15, 0.1, 0.2}

Тело-демпфер J' = diag(0.003, 0.003, 
0.003)

ω'(0) = [0.002, 0.001,
0.005]

{ψi} = {0.05, 0.02, 0.03}

Орбитальная скорость ω0 [1/с] 0.0012
Кинематическая вязкость  [Н м с] 0.00001ν
инерции тела-демпфера, которые полагаются равными средней величине моментов
инерции из предыдущего моделирования в случае с трехосным тензором (табл. 2).
В этом случае мы получим результаты, приведенные на рисунках (рис. 2,б–6,б).

Как видно из рис. 2–6 на приведенном интервале времени гравитационной стаби-
лизации спутником со сферическим тензором инерции тела-демпфера не достигается
и для этого ему требуется существенно более длинный интервал времени. Для сравни-
тельной демонстрации достижения положения гравитационной стабилизации нано-
спутников с трехосным и сферическим тензорами инерции тела-демпфера проведено
интегрирование уравнений на более длительных интервалах времени, где заметен вы-
ход в гравитационно стабилизированное положение в обоих случаях (рис. 7, 8).

Как видно из результатов моделирования, положение гравитационной стабилиза-
ции в случае с трехосным тензором инерции тела-демпфера достигается примерно в
два раза быстрее: время стабилизации с трехосным телом демпферов примерно равно

, а со сферическим телом-демпфером –  с. Последнее сравнительное
моделирование показывает бóльшую эффективность работы демпфера с трехосным
тензором инерции. Другими словами, модель с трехосным телом-демпфером не толь-
ко является предпочтительной с точки зрения компоновки многофункционального

× 52.5 10 × 55 10
Рис. 4. Зависимости угловых скоростей r (1) и r' (2).
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Рис. 5. Зависимости от времени пространственных углов θ1 (1), θ2 (2), θ3 (3).
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Рис. 6. Зависимости от времени углов ψ1 (1), ψ2 (2), ψ3 (3).
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наноспутника, но и является более эффективным демпфирующим устройством по
сравнению с классическим демпфером М.А. Лаврентьева.

Заключение. В работе предложены механическая и математическая модели гравита-
ционного трехосного демпфера, развивающего классическую модель М.А. Лаврентье-
ва и создающего предпосылки своего прикладного использования в рамках решения
современных задач механики космического полета малых космических аппаратов.

Построенные модели позволяют “сбрасывать” угловую скорость спутника за счет
диссипативных моментов сил, возникающих при взаимодействии базового тела и
трехосного тела-демпфера посредством моментов сил жидкостного трения. Конечное
положение, занимаемое базовым телом и телом-демпфером, соответствует положе-
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Рис. 7. Зависимости от времени пространственных углов θ1 (1), θ2 (2), θ3 (3): а – трехосный тензор инерции

демпфера, б – сферический тензор инерции демпфера.
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Рис. 8. Зависимости от времени углов ψ1 (1), ψ2 (2), ψ3 (3): а – трехосный тензор инерции демпфера,

б – сферический тензор инерции демпфера.
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нию гравитационной стабилизации, когда связанные оси тел совпадают с орбиталь-
ными осями в соответствии с принципом гравитационной стабилизации.

Как показало моделирование, модель с трехосным телом-демпфером не только яв-
ляется предпочтительной с точки зрения конструкции наноспутника с многофункци-
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ональными агрегатами, инерционная геометрия которых отличается от сферически
симметричной, но и является более эффективной системой в сравнении с классиче-
ским демпфером М.А. Лаврентьева.

Работа поддерживается Российским научным фондом (проект № 19-19-00085).
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The Dynamics of Small Satellites with the Three-Axial Gravitational Damper

V. S. Aslanova,# and A. V. Doroshina
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The questions of the dynamics of the angular motion of nanosatellites with gravitational
dampers are considered. The damper is a solid body rotating in a spherical cavity with a vis-
cous liquid filling and creating internal friction with the dissipation of the kinetic energy of
the angular motion. Unlike classical models of similar viscous dampers using the
M.A. Lavrentiev with spherical dynamic symmetry of the body-damper, in this work the
body-damper has a central triaxial ellipsoid of inertia, which increases the efficiency of in-
teraction with an external gravitational field. This makes it possible to use almost any auton-
omous nanosatellite assembly as such an internal body-damper, placing it in a sealed spheri-
cal shell inside a spherical cavity with a viscous liquid in the center of mass of the main body-
satellite body. The presence of a three-axis inertia tensor of the damper body changes and
complicates the mathematical model of the angular motion in comparison with the classical
one, which can be considered as a certain generalization and development of research in this
direction.

Keywords: nanosatellite, three-axial gravitational damper, M.A. Lavrentiev’s model, angular
motion, central gravity field
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