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ХАОТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА НЕУРАВНОВЕШЕННОГО ГИРОСТАТА 

Рассматривается свободное пространственное движение неуравнове�
шенного гиростата относительно центра масс. В канонических перемен�
ных Андуайе–Депри записан возмущенный гамильтониан для случая ма�
лой динамической асимметрии ротора. Проведен анализ структуры фазо�
вого пространства невозмущенной системы, выделено шесть видов
возможных фазовых портретов и аналитически найдены уравнения фазо�
вых траекторий. Для всех видов фазовых портретов получены явные анали�
тические зависимости переменных Андуайе–Депри от времени, соответ�
ствующие гетероклиническим орбитам. С использованием полученных
аналитических решений для гетероклинических сепаратрисных орбит за�
писана функция Мельникова возмущенной системы и численно показано
наличие простых нулей, что свидетельствует о пересечении устойчивых и
неустойчивых многообразий гиперболических точек и хаотизации движе�
ния. С помощью сечений Пуанкаре приведены иллюстрации режимов хао�
тического движения неуравновешенного гиростата. 

В последнее время большое внимание уделяется вопросам сложной динамики и хаотизации
режимов движения гиростата, связанных с переменностью состава (массы), а также с наличием
внешних и внутренних возмущений различной природы [1–9]. Следует указать режимы движе�
ния, возникающие при изменении инерционно�массовых параметров во времени [1–3], дей�
ствии гравитационных сил [4] и возмущений, связанных с внутренними факторами, такими как
наличие внутри гиростата полостей с жидкостью [5, 6] и малой асимметрии тела�ротора [7–9].
В основном для аналитического обнаружения возникновения хаоса в известных работах ис�
пользуется формализм Мельникова–Виггинса, основанный на поиске простых нулей функции
Мельникова, свидетельствующих о наличии пересечений устойчивых и неустойчивых многооб�
разий гиперболических точек и расщеплении сепаратрис [10–13]. В ряде работ для изучения ха�
отического поведения используются методы Марсдена–Холмса [14], а также показывается
принципиальная неинтегрируемость уравнений движения [15] на основе метода В.В. Козлова
[16] и доказывается отсутствие дополнительного аналитического первого интеграла. Описание
движения гиростатов, как правило, проводится на основе компонент кинетического момента, а
также с применением канонических переменных Андуайе–Депри [17]. Важно отметить, что в
цитируемых работах аналитические зависимости для невозмущенных сепаратрис в простран�
стве переменных Андуайе–Депри, необходимые для записи функции Мельникова, строятся на
основе известных аналитических зависимостей для гомоклинических решений в трехмерном
пространстве компонент кинетического момента свободного твердого тела и уравновешенного
гиростата. Переход к углам и импульсам Андуайе–Депри обычно осуществляется с помощью
соотношений кинематического вида без интегрирования канонических уравнений в перемен�
ных Андуайе–Депри. 

В отличие от существующих работ в настоящей статье аналитические решения для гетеро�
клинических орбит уравновешенного гиростата находятся путем непосредственного интегриро�
вания канонических уравнений в переменных Андуайе–Депри с учетом буфуркационных изме�
нений структуры фазового пространства.

 74. . 5, 2010



735Прикладная математика и механика. Вып. 5, 2010

1. Постановка задачи. Рассмотрим свободное пространственное движение относи�
тельно центра масс O неуравновешенного гиростата, образованного двумя телами с
трехосными эллипсоидами инерции. Введем следующие системы координат (фиг. 1):

 – инерциальная система координат,  – связанная главная система коор�

динат тела�носителя,  – связанная главная система координат соосного тела�

ротора. Оси  и  связанных систем совпадают с общей осью вращения соосных
тел. Векторы угловых скоростей тел представлены в проекциях на оси связанных ко�

ординат  и : , , причем проекции угловой ско�
рости ротора выражаются через угловую скорость тела�носителя следующим образом:

(1.1)

где δ – угол относительного закручивания тела ротора (угол между осями Ox2 и Ox1).
Выражения для кинетической энергии и кинетического момента в проекциях на оси

 имеют вид 
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 (1.3)
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(1.4)

характеризующий динамическую асимметрию тела�ротора. Отметим, что описание
движения, когда  и (или)  может быть без потери общности сведено к за�
явленному случаю путем переобозначений осей связанных систем координат с пере�
счетом начальных условий.

Перейдем к описанию динамики системы в переменных Андуайе–Депри [17]. В
этих переменных положение основного тела�носителя определяется тремя углами: ,

 и l, характеризующими повороты относительно оси OZ, направления кинетическо�

го момента системы и оси  соответственно. Выражения для обобщенных импуль�
сов Андуайе–Депри, согласно определению, запишутся следующим образом:

 

Отметим, что обобщенные импульсы L, I3 являются проекциями кинетического мо�
мента системы на оси Oz2 и OZ, а импульс I2 равен величине вектора кинетического

момента, поэтому . Как известно, компоненты кинетического момента могут
быть выражены в переменных Андуайе�Депри следующим образом [17]:

(1.5)

Сопоставляя компоненты кинетического момента системы, используя выражения (1.5) и
(1.3), можно выразить проекции угловых скоростей через переменные Андуайе–
Депри

(1.6)

где

При учете соотношения (1.4) экваториальные угловые скорости (1.6) можно перепи�
сать в виде, содержащем безразмерный параметр ε:

где 

Подставляя выражения (1.6) в соотношение (1.2), запишем гамильтониан системы
в переменных Андуайе–Депри. Если безразмерный параметр ε мал, можно разделить

( )ε = − >1 1 1 0A B A

<2 2A B <1 1A B

ϕ3

ϕ2

2Oz

∂ ∂ ∂ ∂
= = ⋅ = = ⋅ = = = ⋅ Δ = = + σ
∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂δ��

� � 3

T T T T
2 3 1

2

, , ', ( )L I K I C r
l

K k K s K k

≤ 2L I

= − = − =

2 2 2

2 2 2 2
2 2sin , cos ,x y zK I L l K I L l K L

[ ]

[ ]

−
= − − δ δ

−
= − − δ δ

− Δ Δ − Δ
= σ = −

2 2
2

1 1

2 2
2

1 1

2 1 2

sin ( )sin cos cos

cos ( )sin cos sin

,

I Lp Q l A B l
S

I Lq R l A B l
S

L Lr
C C C

= + + δ + + + δ

= δ + δ + = δ + δ +

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 1 1 2

( )( )sin ( )( )cos

sin cos , cos sin

S A B B A A A B B

Q A B B R A B A

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

−
= + − ε δ + δ

−
= + − ε δ + δ

2 2
2

1 2 1

2 2
2

1 2 1

sin cos sin

cos sin sin

I Lp A B l A l
S

I Lq A A l A l
S

( )( )= − ε δ = + + δ = + δ + δ

2 2
1 1 2 1 2 1 2 2( ), , ( ) cos sinS G A E G A B A A E A A B



737Прикладная математика и механика. Вып. 5, 2010

выражение для гамильтониана на невозмущенную часть  и возмущенную  про�
порциональную первому порядку ε:

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Каноническая система уравнений Гамильтона в переменных Андуайе–Депри при�
нимает вид

(1.11)

где   – канонические координаты и импульсы.
Учитывая выражения (1.8) и (1.9), уравнения (1.11) запишем в виде

(1.12)

2. Структура фазового пространства невозмущенной системы. В невозмущенном слу�
чае , когда ротор обладает осевой динамической симметрией , гамильто�
ниан (1.8) с точностью до постоянной  может быть переписан в виде

(2.1)

где

(2.2)
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В силу уравнений (2.3) возможны следующие группы особых точек , соответ�

ствующих положениям равновесия :

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Отметим, что, вообще говоря, в силу второго уравнения (2.3) на фазовом портрете
(ФП) существуют особые точки с координатой , которые, однако, приходит�

ся разделять на две разные группы: когда k – четное число , имеют ме�

сто точки (2.5), а когда k – нечетное число , то –

точки (2.6). Видно, что соответствующие значения  – разные для точек (2.5) и (2.6). 

Анализ этих особых точек показывает, что при разных сочетаниях моментов инер�
ции тел возможны различные типы ФП, структура которых характеризуется бифурка�
ционной диаграммой, показанной на фиг. 2 . Пусть для определенности
D < 0 и . ФП системы может иметь один из шести качественных видов (фиг. 3).
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В табл. 1 показано соответствие качественных видов и ограничений величины им�
пульса Δ, учитывающее различие моментов инерции в зависимости от зоны; введены
следующие вспомогательные величины:

(2.9)

Отметим, что если D ≥ 0, то будем иметь только зону 1, если , то будем иметь сим�
метрично отраженную относительно координатной оси Ol фазовую картину. Как вид�
но из фиг. 3, качественные виды ФП 1 и 5 подобны маятниковому типу с двумя коле�
бательными (в окрестностях точек типа “центр”), двумя вращательными областями
(верхняя и нижняя), а также двумя сепаратрисами. Виды 1 и 5 часто встречаются в ди�
намике твердого тела [2, 7, 17] и их, в отличие от остальных видов, можно охарактери�
зовать как вполне традиционные. Виды 2 и 4 содержат по две колебательные области и
по одной вращательной – нижней и верхней соответственно. Вид 3 имеет четыре ко�
лебательные и одну “серединную” вращательную области. Вид 6 целиком представля�
ет собой единственную область – вращательную. Таким образом, в зависимости от ве�
личины импульса Δ имеется шесть качественных видов ФП. Независимо от зоны или
границы при превышении импульсом Δ критической величины Δ* (табл. 1) ФП при�
обретает вид 6 (“вращательный”), не содержащий ни одной особой точки из четырех
групп.

Важно отметить, что уравнение произвольной фазовой траектории невозмущенной
системы с соответствующей величиной гамильтониана h, используя выражение (2.1),
можно записать в виде

(2.10)

3. Гетероклинические траектории. Для аналитического обнаружения возникновения
хаоса в возмущенной системе воспользуемся методом Виггинса [12] вычисления
функции Мельникова [10]. Для этого найдем в явном виде аналитические решения
уравнений невозмущенного движения (2.3) для гетероклинических траекторий, соот�
ветствующих невозмущенным сеператрисам. 

{ } { }α = − β = − γ = α β γ = α β

+ +

2 2

1 2 1 2

1 , 1 , inf , , sup ,C C
A A A B

Δ < 0

( )

( )
−

= ±

−
2 2

2 2

1( ) arccos
2

h g L
l L

a I L

Таблица 1

Зона или граница
Критическая
величина Δ*

Ограничения

 = Δ/I2

Качественный вид фазо�
вого портрета (фиг. 3)

Зона 1
(α > β > 0)

αI2

0 ≤  ≤ β 1

β <  ≤ α 2

Граница 1
(α > 0, β = 0)

αI2 0 ≤  ≤ α 2

Зона 2
(α > 0, β < 0)

γ <  ≤ 2

0 ≤  ≤ γ 3

Граница 2
(α = 0, β < 0)

–βI2 0 ≤  ≤ –β 4

Зона 3
(0 > α > β)

–βI2

–α <  ≤ –β 4

0 ≤  ≤ –α 5

Δ̃

Δ̃

Δ̃

Δ̃

γI2
Δ̃ γ

Δ̃

Δ̃

Δ̃

Δ̃



741Прикладная математика и механика. Вып. 5, 2010

Сепаратрисы, проходящие через седловые точки, разделяют колебательные и вра�
щательные области фазового пространства, образуют гетероклинические орбиты и
определяются уравнением (2.10) с величиной гамильтониана, вычисленной в седло�
вой точке:

(3.1)

В зависимости от зоны и качественного вида седловыми точками, ограничивающими
гетероклинические траектории, могут быть точки всех четырех типов (2.5)–(2.8). По�
стоянные  зависят от вида фазового портрета и зоны и могут принимать (табл. 2) сле�
дующие значения:

(3.2)

В табл. 2 показаны все возможные варианты сочетаний зон и качественных видов.
С помощью соотношения (2.10) исключим координату l во втором уравнении (2.3)

и приведем его к виду, содержащему под корнем разность квадратов:

(3.3)

(3.4)

Далее найдем гетероклинические сепаратрисные решения во всех случаях, указан�
ных римскими цифрами в табл. 2. 

Случай I. Рассмотрим сначала качественные виды 1 в зоне 1 и 5 в зоне 3 (табл. 2) –
“традиционные” виды фазового пространства свободного твердого тела и уравнове�
шенного гиростата [2, 7, 17]. Для вида 1 квадратный полином f+(L) имеет кратный ко�

рень ; здесь и далее под величиной Ls подразумевается значение L в соответству�
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Таблица 2

Зона или граница
Качественный вид 
фазового портрета

Случай решения
Седловые особые 

точки
Значение постоян�

ной (3.2)

Зона 1
1 I (2.5)

2 II (2.7)

Граница 1 2 VI (2.7)

Зона 2

2 III (2.7)

3 IV
(2.7)

(2.8)

Граница 2 4 VII (2.8)

Зона 3
4 V (2.8)

5 I (2.6)

Любая зона 6 Особые точки отсутствуют

hs
+

h̃s
–

h̃s
–

h̃s
–

h̃s
–

h̃s
+

h̃s
+

h̃s
+

hs
–
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ющей случаю седловой особой точке и постоянной hs (см. табл. 2). Полином же f–(L)

имеет два различных корня  и  , которые легко находятся:

(3.5)

Для вида 5 полином f–(L) имеет кратный корень , а полином f+(L) – два различ�
ных корня:

(3.6)

Здесь и в соотношении (3.5)

Отметим, что корни  и   соответствуют “экстремальным” точкам сепа�
ратрис (фиг. 3, вид 5). При учете найденных корней уравнение (3.3) можно переписать
в виде

(3.7)

где 

(3.8)

(величины α и β введены первыми двумя равенствами (2.9)).
В зонах 1 и 3, в которых имеют место качественные виды фазового портрета 1 и 5,

величина k > 0. Диапазон изменения импульса  соответствует движению по

верхней сепаратрисе, а диапазон  – по нижней сепаратрисе. 
Разделим переменные и приведем уравнение (3.7) к следующему интегралу:

(3.9)

При дальнейшем преобразовании выражения (3.9) следует учитывать направления
движения по сепаратрисам, различия знаков величины  на верхней и нижней
сепаратрисах, а также симметричную картину движения по сепаратрисам, начиная с
“экстремальных” точек в прямом и обратном времени. С помощью замены 
и с учетом последних замечаний, позволяющих определять знак, интеграл (3.9) сво�
дится к известному [18]

(3.10)

где

(3.11)

Квадратура (3.10) справедлива только [18] при a > 0. 
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Можно показать, что величина а, вычисленная в случае качественного вида 1 (α > 0
в зоне 1), имеет положительное значение: 

Для качественного вида 5 (β < 0 в зоне 3) величина a также положительна:

Обратная замена  в равенстве (3.10) дает общее решение для импульса в

невозмущенной системе , соответствующего сепаратрисам для качественных ви�
дов 1 и 5 фазовых портретов:

(3.12)

Постоянная интегрирования E в решении (3.12) определяется из условия прохожде�

ния в начальный момент “экстремальной” точки, причем  для

верхней сепаратрисы,  для нижней сепаратрисы.

Явную зависимость от времени координаты  для невозмущенной сепаратрисы,
можно получить подстановкой решения (3.12) в выражение (2.9).

Случай II. Получим теперь решение для сепаратрис в случае качественного вида 2
фазового портрета для зоны 1 (табл. 2, фиг. 2, вид 2). Здесь седловыми особыми точка�
ми становятся точки третьего типа (2.7). Сепаратрисы S1S2 и S3S4, проходящие через

эти седловые точки, характеризуются величиной  (3.2). В этом случае оба поли�
нома (3.4) имеют по два различных корня, один из которых 

(3.13)

Второй корень полинома f+(L) равен 

(3.14)

а второй корень полинома f�(L) имеет величину

(3.15)

Дифференциальное уравнение (3.7) при учете найденных корней может быть перепи�
сано в виде (3.9) и проинтегрировано в форме (3.10), где теперь

(3.16)

Из указанных в табл. 1 ограничений, накладываемых на величину , следует, что

для качественного вида 2 в зоне 1 параметры  , поэтому требование поло�
жительности коэффициента а для квадратуры (3.10) выполняется и решение (3.12)
остается справедливым. Следует заметить, что гетероклиническая орбита S3S4 отлича�
ется от орбиты S1S2 лишь смещением на величину π по координате l и единственная
постоянная интегрирования имеет вид

(3.17)
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Случай III. Рассмотрим качественный вид фазового портрета 2 в зоне 2 (табл. 2).
В зоне 2 величина k (3.8) отрицательна. Для качественного вида 2 сепаратрисы соот�

ветствуют постоянной  (3.2). В этом случае, как и в предыдущем, полиномы (3.4)
имеют корни (3.13), (3.14) и (3.15). В силу последних замечаний интеграл (3.9) следует
переписать в виде, аналогичном (3.9) (при замене k на –k и  на ). После за�

мены переменной  и выделения под корнем квадратного полинома интеграл

приводится к квадратуре и снова позволяет записать решение  в виде (3.12) для па�
раметров

(3.18)

Случай IV. Рассмотрим качественный вид 3 фазового портрета в зоне 2 (табл. 2), ко�
торый содержит четыре сепаратрисы – верхняя пара S1S2 и S3S4, проходящая через

седла (2.7) с постоянной  (3.2), и нижняя пара S5S6 и S7S8, проходящая через седла

(2.8) с постоянной  (3.2). Парные сепаратрисы отличаются друг от друга смещением
на величину π по координате l, поэтому достаточно рассмотреть по одной верхней и
нижней сепаратрисе.

Решение для верхней сепаратрисы идентично предыдущему случаю, т.е. справедли�
вым остается решение (3.12) с параметрами (3.18).

Найдем решение для нижней сепаратрисы. Полиномы (3.4) с постоянной  будут
иметь по два различных корня, которые, как и в случае II, определяются формула�
ми (3.13)–(3.15), но при замене  на .

Выполняя аналогичные предыдущим случаям вычисления, можно получить реше�

ние  в виде (3.12) с теми же параметрами (3.18), но при замене  на  и 

на  (теперь  ).

Случай V. Рассмотрим качественный вид 4 в зоне 3 (табл. 2), который содержит пару
сепаратрис S1S2 и S3S4 (смещаемых на величину π по координате l), проходящую через

седла (2.8) с постоянной  (3.2). В зоне 3 параметр k (3.8) положителен. Полино�
мы (3.4) имеют те же корни, что и в случае IV (качественный вид 3 в зоне 2, нижняя се�
паратриса). Повторяя аналогичные предыдущим случаям преобразования, получим

решение  в виде (3.12) с параметрами

(3.19)

Случай VI. Рассмотрим качественный вид 2 фазового портрета на границе 1 (табл. 2),

когда имеется пара сепаратрис, проходящая через седла (2.7) с постоянной  (3.2).

Так как в рассматриваемом случае , полиномы (3.4) принима�
ют вид
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Тогда уравнение (3.3) после замены переменных  приводится к интегралу 

(3.20)

При имеющихся ограничениях (табл. 1) и при учете того, что на границе 1 выполняет�
ся равенство , можно показать положительность величины b:

Тогда интегрирование приводит к следующему результату [18]:

(3.21)

Откуда после обратной замены переменных и некоторых преобразований получим яв�
ную зависимость

(3.22)

Значение постоянной интегрирования  следует из условия прохождения “экс�
тремальной” точки на сепаратрисе в момент времени t = 0.

Случай VII. Рассмотрим качественный вид 4 фазового портрета на границе 2 (табл. 2),

когда имеется пара сепаратрис, проходящая через седла (2.8) с постоянной  (3.2).
В рассматриваемом случае на границе 2 выполняются равенства 

 

и полиномы (3.4) приводятся к виду 

(3.23)

С помощью полиномов (3.23) после замены  и разделения переменных урав�
нение (3.3) снова приводится к интегралу (3.20), в котором постоянные параметры
имеют значения

(3.24)

В этом случае явная зависимость  отличается от (3.22) заменой  на .
Таким образом, получены аналитические выражения для всех гетероклинических

решений сепаратрисных траекторий во всех зонах и для всех качественных видов фа�
зовых портретов. Найдено два типа сепаратрисных решений, определяемых выраже�
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го поведения, которые связывают с существенным усложнением структуры фазового
пространства в окрестности невозмущенных сепаратрис. Указанное усложнение
структуры фазового пространства связано с увеличением его размерности (по сравне�
нию с невозмущенной системой), а также вызывается наличием пересечений устойчи�
вых и неустойчивых многообразий гиперболических точек, образующих сепаратрисы.
Указанные пересечения многообразий можно определять с помощью функции Мель�
никова путем обнаружения ее простых нулей. Следует также отметить, что метод
функции Мельникова позволяет обнаружить лишь локальное хаотическое движение
вблизи гетероклинической траектории.

Рассмотрим замкнутую динамическую систему, состоящую из четырех уравнений
системы (1.12):

(4.1)

где

Из уравнений (1.12) следует, что I2, I3, ϕ3 – постоянные величины. Отсюда и из того

обстоятельства, что координата ϕ2 не входит в систему (4.1), следует, что система за�

мкнутая. Решение для координаты ϕ2 из системы (1.12) может быть получено отдельно

после интегрирования системы (4.1).

Используя формализм Мельникова–Виггинса [12], можно записать функцию
Мельникова для четырехмерной системы (4.1) в виде

(4.2)

где  – решение для импульса  порождающей невозмущенной системы
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Отметим, что в рассматриваемом случае введено и используется сечение фазового
пространства с помощью отображения Пуанкаре на основе условия ,

 (операция  означает получение остатка от деления  на ).
Интеграл (4.4) в выражении (4.3) вычисляется аналитически в зависимости от вида

решения  и сочетания параметров. Для решения (3.12) этот интеграл выражается в

обратных гиперболических и тригонометрических функциях 

(4.5)

Для решений вида (3.22) интеграл (4.4) принимает вид

(4.6)

Используя решения (3.12), (3.22), (4.5) и (4.6), можно записать явное выражение
для функции Мельникова (4.2) и вычислить ее на исследуемой сепаратрисе в любой из
трех зон и для всех качественных видов фазовых портретов. Здесь ограничимся при�
мером вычисления функции Мельникова в одной из зон (зона 3). Численный расчет
демонстрирует наличие нулей функции Мельникова (см. фиг. 4, где  
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сепаратрис и хаотизацию движения, что также наглядно проявляется на сечениях Пу�
анкаре в виде хаотических слоев в окрестностях сепаратрис (фиг. 5, табл. 3). На фиг. 4
кривая 1 соответствует функции Мельникова, вычисленной на верхней сепаратрисе, а
кривая 2 – на нижней. Сечения Пуанкаре (фиг. 5) построены для параметров, указан�
ных в табл. 3 и следующих общих начальных значений:

I2 = 10, I3 = 1, ϕ2 = 1, ϕ3 = 1, δ0 = 0

Последний фрагмент е фиг. 5 характеризует стабилизирующее действие величины Δ и
демонстрирует уменьшение хаотической зоны по сравнению с фрагментом д даже при
некотором увеличении значения малого параметра. 

Отметим, что динамические эффекты расщепления сепаратрис принципиально
препятствуют интегрируемости уравнений движений. Так, была показана [15] неинте�
грируемость уравнений движения асимметричного гиростата в окрестности  на
основе метода В.В. Козлова [16], доказывающего отсутствие дополнительного анали�
тического первого интеграла.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова�
ний (09�01�00384) и Президентской программы поддержки молодых российских уче�
ных и ведущих научных школ (МК�516.2008.8).
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