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1. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà

 

èË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎÂÌËË ÌÂÛÔ‡‚ÎflÂÏÓ„Ó ÒÔÛÒÍ‡
ëÄ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ ÔÓÔ‡‰‡ÌËÂ ‚ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò Ì‡ËÏÂÌ¸-
¯ÂÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‡ÒÒÂË‚‡ÌËfl ÚÓ˜ÂÍ Ô‡‰ÂÌËfl, ‡ Ú‡Í-
ÊÂ ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÛÓ‚ÌÂÏ
ÔÂÂ„ÛÁÓÍ Ë ÛÒÎÓ‚ËflÏË ‡·ÓÚ˚ Ô‡‡¯˛ÚÌÓÈ ÒË-
ÒÚÂÏ˚. èÓÔ‡‰‡ÌËÂ ‚ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ò ÚÂ·ÛÂ-
ÏÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‡ÒÒÂË‚‡ÌËfl ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÒ‡‰ÍË ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ‚ıÓ‰‡ ëÄ ‚ ‡Ú-
ÏÓÒÙÂÛ Ë ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ÏË ‡ÔÔ‡‡Ú‡. ÑÎfl
Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÚÂ·ÛÂÏ˚ı Û„ÎÓ‚ ‚ıÓ‰‡ ‚ ÔÎÓÚÌ˚Â
ÒÎÓË ‡ÚÏÓÒÙÂ˚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï Ó·-
‡ÁÓÏ ÒÓËÂÌÚËÓ‚‡Ú¸ ëÄ Ë ‚˚‰‡Ú¸ ÚÓÏÓÁÌÓÈ
ËÏÔÛÎ¸Ò. ëÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËfl ëÄ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó
Á‡ÍÛÚÍÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ ÓÒË. èÓÒÎÂ
‚ıÓ‰‡ ëÄ ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÛ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl „‡¯ÂÌËÂ Û„-
ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË Á‡ÍÛÚÍË ‰Îfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÛÒÎÓ-
‚ËÈ ‡·ÓÚ˚ Ô‡‡¯˛ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÂ-
‰ÓÚ‚‡˘ÂÌËfl ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı ÂÊË-
ÏÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl [1, 2]. É‡¯ÂÌËÂ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË
ëÄ ÏÓÊÂÚ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÚ¸Òfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒËÒÚÂÏ˚
„ÛÁÓ‚ Ì‡ ‡ÁÏ‡Ú˚‚‡˛˘ËıÒfl ÚÓÒ‡ı, ÓÚ‰ÂÎflÂÏ˚ı
‚ ÍÓÌˆÂ ÔÓˆÂÒÒ‡ [3].

é‰ÌËÏ ËÁ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË, ËÒÍÎ˛˜‡˛-
˘ËÏ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ „‡¯ÂÌËÂ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË
‚ÒÂ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡, fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ˜‡ÒÚË˜Ì‡fl Á‡ÍÛÚÍ‡,
ÔË ÍÓÚÓÓÈ ‚Ó ‚‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔË‚Ó-
‰ËÚÒfl Í‡ÍÓÈ-ÎË·Ó ·ÎÓÍ ëÄ, ÓÚ‰ÂÎflÂÏ˚È ÔÓÒÎÂ
‚ıÓ‰‡ ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÛ. èË ̋ ÚÓÏ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÏ‡fl ̃ ‡ÒÚ¸
ëÄ ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ‚Ó ‚‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ.
ÄÔÔ‡‡Ú ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÏÂ-
ı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ‰‚Ûı Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ, ËÏÂ˛˘Ëı
Ó·˘Û˛ ÓÒ¸ ‚‡˘ÂÌËfl. é‰ÌÓ ËÁ ˝ÚËı ÚÂÎ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ˛˘ËÏ ·ÎÓÍÓÏ, ‡ ‰Û„ÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ëÄ. ÄÔÔ‡‡Ú˚, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ËÂ ˜‡ÒÚË˜ÌÛ˛

Á‡ÍÛÚÍÛ, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı
‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓ„Ó ÁÓÌ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-
ÚË ‰Îfl ‰ÓÒÚ‡‚ÍË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÙÓÚÓÏ‡ÚÂË‡Î‡ Ì‡
áÂÏÎ˛: ÚÂÎÓ 

 

1

 

 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ-
˛˘ËÈ ·ÎÓÍ Ò ÚÓÏÓÁÌÓÈ ‰‚Ë„‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÛÒÚ‡ÌÓ‚-
ÍÓÈ, ÓÚÒÓÂ‰ËÌflÂÏ˚È ÔÓÒÎÂ ‚ıÓ‰‡ ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÛ, ‡
ÚÂÎÓ 

 

2

 

 – ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÔÛÒÍ‡ÂÏ˚È ‡ÔÔ‡‡Ú
(ËÒ. 1).

àÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‡·ÓÚ˚ [4, 5], ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÌ˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÌË˛ ÔÂÂıÓ‰Ì˚ı ÂÊËÏÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚË ÒÚ‡·ËÎËÁËÛÂÏ˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ ÒÔÛÚÌËÍÓ‚ Ò
‰‚ÓÈÌ˚Ï ‚‡˘ÂÌËÂÏ, ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı „ËÓÒÚ‡-
ÚÓ‚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ·ÓÎÂÂ Ó·˘Ëı ÒËÒÚÂÏ, ÒÓ-
ÒÚÓfl˘Ëı ËÁ ÏÌÓ„Ëı ÒÓÓÒÌ˚ı Ï‡ıÓ‚ËÍÓ‚.

ëÚ‡‚ËÚÒfl Á‡‰‡˜‡ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ò‚Ó-
·Ó‰ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÓÓÒÌ˚ı ÚÂÎ, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÔË
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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËfl ÒÔÛÒÍ‡ÂÏÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡ (ëÄ) ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ Á‡ÍÛÚÍË ÔË ÓÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÎÂÌËË ÌÂÛÔ‡‚ÎflÂÏÓ„Ó ÒÔÛÒÍ‡ ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÛ. ÄÔÔ‡‡Ú ‚ ̋ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÓÒÚ‡‚-
ÌÛ˛ ÍÓÌÒÚÛÍˆË˛, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ‰‚Ûı Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ – ÒÔÛÒÍ‡ÂÏÓÈ Í‡ÔÒÛÎ˚ Ë ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ˛˘Â„Ó ·ÎÓ-
Í‡, ÔË‚Ó‰ËÏÓ„Ó ‚Ó ‚‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ. ëÚÓËÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÔÛÒÍ‡-
ÂÏÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡ Í‡Í ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓÓÒÌ˚ı Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ, ‚‡˘‡˛˘ËıÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó·˘ÂÈ ÓÒË
ÒËÏÏÂÚËË. èÓ‚Ó‰ËÚÒfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡Ì‡ÎËÁ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡Ì˚ı ÂÊËÏÓ‚. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔË Ì‡ÎË˜ËË Ï‡ÎÓÈ ‡ÒËÏ-
ÏÂÚËË, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ ÒÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ ÓÒÂÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÏÏÂÚËÈ ÚÂÎ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl Ë
Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ‰Îfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.
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é·ËÚ‡

É‡ÌËˆ‡ ‡ÚÏÓÒÙÂ˚ 

 

V

 

v

 

êËÒ. 1.

 

 é·˘ËÈ ‚Ë‰ CA Ë ÔÓˆÂÒÒ ‚ıÓ‰‡ ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÛ.
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ÄëãÄçéÇ, Ñéêéòàç

 

Ì‡ÎË˜ËË ‡ÒËÏÏÂÚËË, Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÈ Ï‡Î˚Ï ÒÏÂ-
˘ÂÌËÂÏ ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÚÂÎ
ÓÚ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÂÊËÏÓ‚.

 

2. ìêÄÇçÖçàü ÑÇàÜÖçàü ëàëíÖåõ 
ëééëçõï íÖã

 

èÛÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú 

 

OXYZ

 

 ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ-
ÒÚÛÔ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‚ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ‡ ÂÂ
Ì‡˜‡ÎÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓÓÒ-
Ì˚ı ÚÂÎ. ëËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú 

 

Ox

 

’

 

y

 

’

 

z

 

’ Ë 

 

Oxyz

 

 Ò‚flÁ‡-
Ì˚ Ò ÚÂÎ‡ÏË 

 

1

 

 Ë 

 

2

 

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ‚‡˘‡˛ÚÒfl ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒËÒÚÂÏ˚ 

 

OXYZ

 

. éÒË 

 

Oz

 

 Ë 

 

Oz

 

’ Ò‚flÁ‡Ì-
Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó·˘ÂÈ ÓÒ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl ÚÂÎ
(ËÒ. 2). èÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÓÓÒÌ˚ı ÚÂÎ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÒËÒÚÂÏ˚ 

 

OXYZ

 

 ·Û‰ÂÏ ı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ ˝ÈÎÂÓ‚˚-
ÏË Û„Î‡ÏË: 

 

θ

 

 – Û„ÓÎ ÔÂˆÂÒÒËË, 

 

θ

 

 – Û„ÓÎ ÌÛÚ‡ˆËË,

 

ϕ

 

', 

 

ϕ

 

 – Û„Î˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‚‡˘ÂÌËÈ ÚÂÎ 

 

1

 

 Ë 

 

2

 

.
ÇÂÍÚÓ˚ Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚‡˘ÂÌËÈ ÚÂÎ 

 

1

 

 Ë

 

2

 

 

 

w

 

' = (

 

p

 

', 

 

q

 

', 

 

r

 

') Ë 

 

w

 

 = (

 

p

 

, 

 

q

 

, 

 

r

 

) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ÔÓ-
ÂÍˆËflı Ì‡ ÓÒË Ò‚ÓËı Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
(

 

Ox

 

’

 

y

 

’

 

z

 

’ Ë 

 

Oxyz

 

) Ë ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ Û„Î˚ ùÈÎÂ‡
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

Ç‚Â‰ÂÏ Û„ÓÎ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Á‡ÍÛ˜Ë-
‚‡ÌËfl:

äÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË 

 

w

 

' = (

 

p

 

', 

 

z

 

',

 

r

 

'), ‚˚‡ÊÂÌÌ˚Â ˜ÂÂÁ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ 

 

p

 

, 

 

q

 

, 

 

r

 

 Û„ÎÓ‚ÓÈ

p ψ̇ θ ϕsinsin θ̇ ϕ ,cos+=

p ' ψ̇ θ ϕ 'sinsin θ̇ ϕ ',cos+=

q ψ̇ θ ϕ θ̇ ϕ ,sin–cossin=

q ' ψ̇ θ ϕ 'cossin θ̇ ϕ ',sin–=

r ψ̇ θ ϕ̇, r '+cos ψ̇ θ ϕ̇ '.+cos= =

δ ϕ' ϕ , σ– δ̇.= =

 

ÒÍÓÓÒÚË ÚÂÎ‡ 

 

2

 

 ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰:

(1)

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚
ÒÓÓÒÌ˚ı ÚÂÎ ÔËÏÂÌËÏ ÚÂÓÂÏÛ Ó· ËÁÏÂÌÂÌËË ÍË-
ÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ [6], ‚˚·Ë‡fl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓ-
Î˛Ò‡ 

 

O

 

 ˆÂÌÚ Ï‡ÒÒ ÒËÒÚÂÏ˚:

(2)

èÛÒÚ¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚
ÒÂ·fl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÚÂÎ‡. ÉÎ‡‚Ì˚Â
ÏÓÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË ÚÂÎ 

 

1

 

 Ë 

 

2

 

, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‚ Ò‚ÓËı
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú 

 

Ox

 

’

 

y

 

’

 

z

 

’ Ë 

 

Oxyz

 

,
Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Í‡Í 

 

A

 

1

 

, 

 

C

 

1

 

, Ë 

 

A

 

2

 

, 

 

C

 

2

 

. Ç‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÏÓÏÂÌ-
Ú˚ ËÌÂˆËË ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË, Ú‡Í Í‡Í
Ì‡˜‡Î‡ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ÚÂÎ‡ÏË ÒËÒÚÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

 

Ox

 

’

 

y

 

’

 

z

 

’ Ë 

 

Oxyz

 

 ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ ÒËÒÚÂÏ˚
‰‚Ûı ÚÂÎ. ÑÎfl ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ËÌÂˆËË ÏÓÊ-
ÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸:

„‰Â 

 

m

 

i

 

, ,  – Ï‡ÒÒ‡ Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â „Î‡‚Ì˚Â ˆÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË ÚÂÎ‡ 

 

i

 

, 

 

l

 

i

 

 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ ÒËÒÚÂÏ˚ ÚÂÎ Ë ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ
ÚÂÎ‡ 

 

i

 

.

äËÌÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÏÓÏÂÌÚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ ‡‚ÂÌ ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÒÛÏÏÂ ÍËÌÂÚË˜ÂÒ-
ÍËı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ÚÂÎ 

 

1

 

 Ë 

 

2 ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ˜ÍË O:
KO = K1 + K2.

Ç˚˜ËÒÎflfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓÏÂÌ-
Ú‡ ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡Í ÒÛÏÏ˚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍËı ÏÓÏÂÌÚÓ‚
ÚÂÎ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔË ˝ÚÓÏ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â
‚ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı Ox’y’z’ Ë Oxyz, Û‡‚ÌÂÌËÂ (2)
ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Oxyz:

(3)

„‰Â w', w – Û„ÎÓ‚˚Â ÒÍÓÓÒÚË ‚‡˘ÂÌËfl Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı
ÒËÒÚÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ÔÓ-
ÒÚÛÔ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÒËÒÚÂÏ˚ OXYZ; ÁÌ‡Í “~” Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ
ÎÓÍ‡Î¸ÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÔÓ-

‰‚ËÊÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú;  – ÚÂÌÁÓ ÔÂÂıÓ‰‡
ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ox’y’z’ Í ÒËÒÚÂÏÂ Oxyz;
K1 = (A1p', A1q', C1r'), K2 = (A2p, A2q, C2r).

p ' p δcos q δ,sin+=

q ' q δcos p δ,sin–=

r ' r δ.+=

dKO

dt
----------- MO

e .=

Ai mili
2 Ai, Ci+ Ci, i 1 2,=( ),= =

Ai Ci

d̂
d̃K1

dt
---------- w ' K1×+

d̃K2

dt
---------- w K2×++ MO

e ,=

d̂

z'
z

Zθ

O1

O

O2

X

y'
y

Y

φ'
φ

x'
x

ψ

êËÒ. 2. ëıÂÏ‡ ÒÓÓÒÌ˚ı ÚÂÎ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.
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èÂÂÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3) ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â:

(4)

„‰Â Mx = M1, x + M2, x, My = M1, y + M2, y; Mz = M1, z +
+ M2, z – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ,
ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÔÓÂÍˆËÈ ÏÓÏÂÌÚÓ‚, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı Í ÚÂÎ‡Ï 1 Ë 2
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl (1) ‰Îfl
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÚÂÎ, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Ï‡-
ÚË˜ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Ò‚ÂÒÚË Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ÒÍ‡ÎflÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

(5)

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl ÚÂÎ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ã‡„‡ÌÊ‡
‚ÚÓÓ„Ó Ó‰‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Û„ÎÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó Á‡ÍÛ˜Ë‚‡ÌËfl δ. á‡ÔË¯ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl
ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÒËÒÚÂÏ˚ Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÒË-
Î˚:

„‰Â Mδ – ÏÓÏÂÌÚ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÚÂÎ
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl.

ÇÂÎË˜ËÌ˚ p, q, r fl‚ÌÓ ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Û„Î‡ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Á‡ÍÛ˜Ë‚‡ÌËfl δ Ë ÒÍÓÓÒÚË ÓÚÌÓÒË-

ÚÂÎ¸ÌÓÈ Á‡ÍÛÚÍË (σ = ), ÔÓ˝ÚÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰:

(6)

ÑÓ·‡‚ËÏ Í ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ (5) Ë (6)
ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡:

(7)

δcos δsin– 0

δsin δcos 0

0 0 1

A1 ṗ '

A1q̇ '

C1ṙ '

p '

q '

r '

A1 p '

A1q '

C1r '

×+

 
 
 
 
 

+

+
A2 ṗ

A2q̇

C2ṙ

p

q

r

+
A2 p

A2q

C2r

×
Mx

My

Mz

,=

A1 A2+( ) ṗ A1 A2 C2–+( )qr– C1q r σ+( )+ Mx,=

A1 A2+( )q̇ C2 A1– A2–( )pr ––

– C1 p r σ+( ) My,=

C1 ṙ σ̇+( ) C2ṙ+ Mz.=

T
1
2
---K1 w '

1
2
---K2 w  =⋅+⋅=

=  
1
2
--- A1 A2+( ) p2 q2+( ) C2r2 C1 r2 2rσ σ2+ +( )+ +[ ] ,

Qδ M1z Mδ,+=

δ̇

C1 ṙ σ̇+( ) M1 z, Mδ.+=

θ̇ p ϕcos q ϕ , ϕ̇sin– r θ p ϕsin q ϕcos+( ),ctg–= =

ψ̇ 1
θsin

----------- p ϕsin q ϕcos+( ), δ̇ σ.= =

3. ÑÇàÜÖçàÖ ëÇéÅéÑçéâ 
ëàëíÖåõ ëééëçõï íÖã

èÛÒÚ¸ ÏÓÏÂÌÚ˚ ÓÚ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı
Ì‡ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú (Mx = My =
Mz = 0), ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÒÌ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Á‡ÍÛ˜Ë‚‡ÌËfl:
Mδ = M.

Ç ̋ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (5) Ë (6) Á‡ÔË-
¯ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â:

(8)

ëÎÂ‰Ûfl [6], ‚˚·ÂÂÏ ÔÓÒÚÛÔ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚ËÊÛ˘Û-
˛Òfl ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÓÒ¸ OZ ÒÓ‚Ô‡-
‰‡Î‡ Ò ÌÂËÁÏÂÌÌ˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ‚ÂÍÚÓ‡ ÍËÌÂ-
ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚‡ÊÂÌËfl
‰Îfl Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡ ËÏÂ˛Ú
‚Ë‰:

(9)

„‰Â K – ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÒËÒÚÂ-
Ï˚.

4. ìëíéâóàÇéëíú ëíÄñàéçÄêçõï 
ÇêÄôÖçàâ ëÇéÅéÑçéâ ëàëíÖåõ
éÔÂ‰ÂÎËÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÂÊË-

Ï˚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÔË‡‚Ìfl‚ ‰Îfl
˝ÚÓ„Ó ÌÛÎ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚
Û‡‚ÌÂÌËflı (8):

ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÂÊËÏ‡:

ṗ A1 A2+( ) 1– A1 A2 C2–+[ ] qr C1q r σ+[ ]–( ),=

q̇ A1 A2+( ) 1– ×=

× C2 A1– A2–[ ] pr C1 p r σ+[ ]+( ),

ṙ
M–

C2
--------, σ̇

M C1 C2+( )
C1C2

-----------------------------.= =

p
K

A1 A2+
------------------ θ0 ϕ , qsinsin

K
A1 A2+
------------------ θ0 ϕ ,cossin= =

r
Mt–
C2

---------- r0, σ+
M C1 C2+( )

C1C2
-----------------------------t σ0,+= =

θ θ0, ϕ Mt2–
2C2

------------ r0
K

A1 A2+
------------------ θ0cos– 

  t ϕ0,+ += =

ψ K
A1 A2+
------------------t ψ0, δ+

M C1 C2+( )
2C1C2

-----------------------------t2 σ0t δ0,+ += =

A1 A2+( ) 1– A1 A2 C2–+[ ] qr Cqq r σ+[ ]–( ) 0,=

A1 A2+( ) 1– C2 A1– A2–[ ] pr C1 p r σ+[ ]+( ) 0,=

ṙ 0, σ̇ 0.= =

1 ). p p0, q q0, r r0,= = =

σ
A1 A2 C1– C2–+

C1
------------------------------------------r0,=

2 ). p 0, q 0, r r0, σ σ0,= = = =



4

äéëåàóÖëäàÖ àëëãÖÑéÇÄçàü      ÚÓÏ 40      ‹ 2      2002

ÄëãÄçéÇ, Ñéêéòàç

„‰Â p0, q0, r0, σ0 – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚.
èÓ‚Â‰ÂÏ ‡Ì‡ÎËÁ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔÂ‚Ó„Ó ÂÊË-

Ï‡. Ç‚Â‰ÂÏ Ï‡Î˚Â ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓ-
ÒÚÂÈ ∆p, ∆q, ∆r, ∆σ Ë Á‡ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ÓÁÏÛ-
˘ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl:

(10)

é·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (10) ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ
‚Ë‰:

(11)

„‰Â χ = (A1 + A2)–1([A1 + A2 – C2]∆r – C1[∆r + ∆σ]),
D1 = (∆p)0 + p0, D2 = (∆q)0 + q0, ‡ (∆p)0, (∆q)0, (∆σ)0,
(∆r)0 – Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡Î˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ.

àÁ Â¯ÂÌËÈ (11) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÂ‚˚È ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì˚È ÂÊËÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÔË-
·ÎËÊÂÌËË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ.
åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ÔÂ‚ÓÏ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ
ÂÊËÏÂ ‚ÂÍÚÓ˚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ Ë Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂÎ‡ 2 ÒÓÌ‡Ô‡‚ÎÂÌ˚:
K = (A1 + A2).

ÇÚÓÓÈ ÂÊËÏ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ì‡ ÛÒ-
ÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÛÌÍˆËË ãflÔÛÌÓ‚‡:

d∆p
dt

---------- A1 A2+( ) 1– ×=

× A1 A2 C2–+[ ]∆ r C1 ∆r ∆σ+[ ]–( ) q0 ∆q+( ),

d∆q
dt

---------- A1 A2+( ) 1– ×=

× C2 A1– A2–[ ]∆ r C1 ∆r ∆σ+[ ]+( ) p0 ∆p+( ),

d∆r
dt

--------- 0,
d∆σ
dt

---------- 0.= =

∆p D1 χt D2 χtsin p0,–+cos=

∆q D2 χtcos D1 χtsin– q0,–=

∆σ ∆σ( )0, ∆r ∆r( )0,= =

L = (∆p)2 + (∆q)2 + (∆r)2 + (∆σ)2. èÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ˝ÚÓÈ
ÙÛÌÍˆËË ‚ ÒËÎÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‚ÓÁ-
ÏÛ˘ÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˝ÚÓÚ ÂÊËÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï
Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚‡˘ÂÌËfl ÚÂÎ ‚ÓÍÛ„ „Î‡‚ÌÓÈ
ÓÒË ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ ËÌÂˆËË, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÈ Ò Ó·˘ÂÈ
ÓÒ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl ÚÂÎ.

5. ÑÇàÜÖçàÖ ëÇéÅéÑçéâ ëàëíÖåõ 
ëééëçõï íÖã èêà çÄãàóàà åÄãéâ 

ÄëàååÖíêàà

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓÓÒÌ˚ı ÚÂÎ
ÔË Ì‡ÎË˜ËË Ï‡ÎÓÈ ‡ÒËÏÏÂÚËË, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ ÒÓ
ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ d Ó·˘ÂÈ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl ÓÚ ÓÒË ‰ËÌ‡ÏË-
˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÚÂÎ‡ 2 (ËÒ. 3). èË ˝ÚÓÏ ÓÒ¸
‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÚÂÎ‡ 1 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÓÒ¸˛
‚‡˘ÂÌËfl Ë Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì‡ ÓÒË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏ-
ÏÂÚËË ÚÂÎ‡ 2. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˆÂÌÚ Ï‡ÒÒ ÒËÒÚÂÏ˚
O ·Û‰ÂÚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú¸ ÓÚÂÁÍÛ O1O2, Ó·‡ÁÓ‚‡Ì-
ÌÓÏÛ ˆÂÌÚ‡ÏË Ï‡ÒÒ ÚÂÎ Ë ÌÂ ·Û‰ÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸ Ò‚Ó-
Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÂÎ‡ 2.

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÒËÒÚÂÏ˚
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Oxyz – ÓÒÌÓ‚Ì‡fl ÔÓ‰‚ËÊÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÓÒË ÍÓÚÓÓÈ ÊÂÒÚÍÓ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÚÂÎÓÏ
2, ÔË˜ÂÏ ÓÒ¸ Ox ÎÂÊËÚ ‚ ̋ Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÈ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl Ë ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ
Ò ÔÓÂÍˆËÂÈ ÓÚÂÁÍ‡ O1O2 Ì‡ ˝ÚÛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ÓÒ¸
Oy ÎÂÊËÚ ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.  – „Î‡‚Ì‡fl
ˆÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ÚÂ-
ÎÓÏ 2, ÓÒË ÍÓÚÓÓÈ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒflÏ ÒËÒÚÂÏ˚
Oxyz.  – „Î‡‚Ì‡fl ˆÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ÚÂÎÓÏ 1. Ox’y’z’ – ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ ‚ ˆÂÌÚÂ Ï‡ÒÒ O, ÓÒË ÍÓÚÓÓÈ
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÓÒflÏ ÒËÒÚÂÏ˚ . á‡ Û„ÓÎ ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÈ Á‡ÍÛÚÍË ÔËÏÂÏ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ˝Í‚‡-
ÚÓË‡Î¸Ì˚ÏË ÓÒflÏË Ox Ë Ox’. èÛÒÚ¸ m1 Ë m2 – Ï‡Ò-

O2xyz

O1x 'y 'z '

O1x 'y 'z '

z

z–'y–' x–'

y–'
x–'

y

x

y y–

x–
z–

y–

x–

O1

O

l1

O2

d
d1

l2

δ

1

2

d2

x'
x

x'

O2OO1

d2d1
δ

y'

1 2

y'

(‡) (·)

êËÒ. 3. ëÓÓÒÌ˚Â ÚÂÎ‡ ÔË Ì‡ÎË˜ËË Ï‡ÎÓÈ ‡ÒËÏÏÂÚËË.
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Ò˚ ÚÂÎ 1 Ë 2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ l – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ-
‰Û ˆÂÌÚ‡ÏË Ï‡ÒÒ ÚÂÎ O1 Ë O2.

èÓÂÍˆËË Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂÎ‡ 2 ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı
Oxyz Ë  Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ Ë ‡‚Ì˚ p, q, r, Ú‡ÍÊÂ Ó‰Ë-
Ì‡ÍÓ‚˚ Ë ‡‚Ì˚ p', q', r' ÔÓÂÍˆËË Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË
ÚÂÎ‡ 1 ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ox’y’z’ Ë , Ú‡Í Í‡Í ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÓÒË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Ï. ê‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚ‡ÏË Ï‡ÒÒ ÚÂÎ 1, 2 Ë ˆÂÌÚÓÏ
Ï‡ÒÒ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‚Ì˚ (ËÒ. 3): l1 = lm2/(m1 + m2),
l2 = lm1/(m1 + m2), ‡ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
ÎflÌÓÏ ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl: d1 = dm2/(m1 + m2), d2 =
= dm1/(m1 + m2).

å‡ÎÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ d (ËÒ. 3) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂÌÂ-
ÌË˛ ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ËÌÂˆËË ÚÂÎ‡ 2 ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Oxyz:

„‰Â ,  – ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸Ì˚È Ë ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚È ÏÓ-
ÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË ÚÂÎ‡ 2, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‚ ˆÂÌÚ‡Î¸-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ .

á‡ÔË¯ÂÏ ÚÂÓÂÏÛ Ó· ËÁÏÂÌÂÌËË ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ-
„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Oxyz ‚ ‚Ë‰Â (3).
ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ì‡È‰ÂÏ ÔÓÂÍˆËË ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍËı ÏÓÏÂÌ-
ÚÓ‚ ÚÂÎ 1 Ë 2 Ì‡ ÓÒË ÒËÒÚÂÏ Ox’y’z’ Ë Oxyz ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ. äËÌÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÏÓÏÂÌÚ ÚÂÎ‡ 1 ‚˚˜ËÒÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍËı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl

ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ ÚÂÎ‡ 1 –  Ë ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡
ÚÂÎ‡ 1 ÔË Â„Ó ‚‡˘ÂÌËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˆÂÌÚ‡

Ï‡ÒÒ – : K1 =  + .

Ç ÔÓÂÍˆËflı Ì‡ ÓÒË ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ox’y’z’
ÔÓÎÛ˜ËÏ:

(12)

„‰Â ,  – „Î‡‚Ì˚Â ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸Ì˚Â Ë ÔÓ‰ÓÎ¸-
Ì˚È ̂ ÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ËÌÂˆËË ÚÂÎ‡ 1, ‡ [δ] =

=  – Ï‡ÚËˆ‡ ÔÂÂıÓ‰‡ ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ox’y’z’ Í ÒËÒÚÂÏÂ Oxyz.

O2xyz

O1x 'y 'z '

Ixx A2 m2l2
2, Iyy+ A2 m2l2

2 m2d2
2,+ += =

Izz C2 m2d2
2,+=

Ixy Iyz 0, Ixz m2 l2–( )d2– m2l2d2,= = = =

A2 C2

O2xyz

K1
e

K1
r K1

e K1
r

K1 m1 δ[ ] 1–
d1–

0

l1

p

q

r

×
d1–

0

l1

×

 
 
 
 
  A1 p '

A1q '

C1r '

 =+=

=  m1 δ[ ] 1–

l1
2 p d1l1r+

q l1
2 d1

2+( )

d1
2r d1l1 p+

A1 p '

A1q '

C1r '

,+

A1 C1

δcos δsin– 0

δsin δcos 0

0 0 1

äËÌÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÏÓÏÂÌÚ ÚÂÎ‡ 2 Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ Oxyz:

(13)

ë Û˜ÂÚÓÏ (12) Ë (13) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3) ‚
ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Oxyz ÔËÏÂÚ ‚Ë‰:

(14)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (1), Û‡‚ÌÂÌËfl (14) ÏÓÊ-
ÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

(15)

„‰Â Ai =  + mi , Ci =  (i = 1, 2).

ì‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÚÂÎ ‚
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜-
Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌË˛ (6). ëËÒÚÂÏ‡ (15) ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò

K2 Î w⋅
A2 m2l2

2+( )p m2l2d2r+

A2 m2l2
2 m2d2

2+ +( )q

C2 m2d2
2+( )r m2l2d2 p+

.= =

A2 m2l2
2+( ) ṗ m2l2d2ṙ+

A2 m2l2
2 m2d2

2+ +( )q̇

C2 m2d2
2+( )ṙ m2l2d2 ṗ+

p

q

r

×+

×
A2 m2l2

2+( )p m2l2d2r+

A2 m2l2
2 m2d2

2+ +( )q

C2 m2d2
2+( )r m2l2d2 p+

+

+ δ[ ] d
dt
----- m1 p δ[ ] 1–

l1
2 p d1l1r+

q l1
2 d1

2+( )

d1
2 d1l1 p+

A1 p '

A1q '

C1r '

+

 
 
 
 
 
 

p '

q '

r '

×+









× m1 δ[ ] 1–

l1
2 p d1l1r+

q l1
2 d1

2+( )

d1
2r d1l1 p+

A1 p '

A1q '

C1r '

+

 
 
 
 
 
 









Mx

My

Mz

.=

A1 A2+( ) ṗ qr C1 A1– C2 A2–+( ) C1qσ  =+ +

=  Mx m1l1d1 m2l2d2+( ) pq ṙ+( ),–

A1 A2 m1d1
2 m2d2

2+ + +( )q̇ +

+ pr A1 C1– A2 C2– m1d1
2– m2d2

2–+( ) C1 pσ  =–

=  My m1l1d1 m2l2d2+( ) r2 p2–( ),–

C1 C2 m1d1
2 m2d2

2+ + +( )ṙ C1σ̇  =+

=  Mz m1l1d1 m2l2d2+( ) ṗ qr–( )– m1d1
2 m2d2

2+( )pq,–

Ai li
2 Ci
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Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (6), ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒ-
ÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÓÓÒÌ˚ı ÚÂÎ ÔË Ì‡ÎË-
˜ËË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ó‰‡ ‡ÒËÏÏÂÚËË.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε ‚˚·ÂÂÏ ·ÂÁ-
‡ÁÏÂÌÛ˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘Û˛ ÒÏÂ˘Â-
ÌËÂ ÓÒÂÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÏÏÂÚËÈ ÚÂÎ ÓÚ ÓÒË ‚‡-
˘ÂÌËfl:

(16)

èÛÒÚ¸ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, ÚÓ„‰‡, Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛
ÔÓfl‰Í‡ ε, ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Á‡ÔË-
Ò‡Ú¸:

(17)

„‰Â a = , b =  – ·ÂÁ‡ÁÏÂ-

Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚.
èÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸Ì˚ı Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓ-

ÒÚÂÈ Í ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï ÚËÔ‡ “‡ÏÔÎËÚÛ‰‡–Ù‡Á‡” G Ë F
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Á‡ÏÂÌ˚:

(18)

ÑËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (17) Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓ-
fl‰Í‡ ε ÔÂÂÔË¯ÛÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(19)

êÂ¯ÂÌËfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ
(ε = 0) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰:

(20)

„‰Â ω = r0 – cosθ0 = r0 –  = r0 –

−  = –ar0 – bσ0

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÓÂÏÛ èÛ‡ÌÍ‡Â [7], ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸
Â¯ÂÌËfl ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (19) ‚ ‚Ë‰Â ÒÎÂ‰Û-

ε
m1d1l1 m2d2l2+

A1 A2+
--------------------------------------

m1m2dl
m1 m2+( ) A1 A2+( )

-----------------------------------------------.= =

ṗ aqr bqσ+ + ε pq ṙ+( ),–=

q̇ apr– bpσ– ε r2 p2–( ),–=

C1 C2+( )ṙ C1σ̇+ ε A1 A2+( ) ṗ qr–( ),–=

σ̇ ṙ,–=

C1 A1– C2 A2–+
A1 A2+

------------------------------------------
C1

A1 A2+
------------------

p G t( ) F t( ), qcos G t( ) F t( ).sin= =

Ġ εr2 F,cos–=

Ḟ ar bσ+( )–
ε G2 r2–[ ] Fsin

G
------------------------------------,–=

ṙ
ε A1 A2+( )

C2
--------------------------G r ar bσ+( )+[ ] F,cos=

σ̇ ṙ.–=

G
K θ0sin
A1 A2+
------------------, F ωt ϕ0,+= =

r r0, σ σ0,= =

K
A1 A2+
------------------

Kz

A1 A2+
------------------

C1σ0 C1 C2+( )r0+
A1 A2+

----------------------------------------------

˛˘Ëı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ, Ó„‡ÌË˜Ë‚‡flÒ¸ ‰‚ÛÏfl ˜ÎÂÌ‡ÏË
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó fl‰‡:

(21)

„‰Â  = σ0t + δ0, ‡ g(t), f(t), R(t), Σ(t), ∆(t) – ÔÓ‰ÎÂ-
Ê‡˘ËÂ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌË˛ ÙÛÌÍˆËË.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (21) ‚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÛ˛
ÒËÒÚÂÏÛ (19) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡fl ˜ÎÂÌ˚ ÔÓfl‰Í‡ ε, ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ:

(22)

ëÎÂ‰Ûfl [7], ÔÓÎÛ˜ËÏ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (22) ÔË
ÌÛÎÂ‚˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ï‡Î˚ı ‚ÓÁÏÛ˘Â-
ÌËÈ:

(23)

„‰Â

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (23) Ë (21) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ
‚ÂÏÂÌË ‰Îfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı “‡ÏÔÎËÚÛ‰‡–Ù‡Á‡”, ‡
Ú‡ÍÊÂ Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ r Ë σ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓÓÒÌ˚ı
ÚÂÎ Ò Ï‡ÎÓÈ ‡ÒËÏÏÂÚËÂÈ.

ë ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓfl‰Í‡ ε Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‰Îfl ˝Í‚‡-
ÚÓË‡Î¸Ì˚ı Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸:

(24)

G t( ) G εg t( ), F t( )+ F εf t( ),+= =

σ t( ) σ εΣ t( ), r t( )+ r εR t( ),+= =

δ t( ) δ ε∆ t( ), ∆̇+ Σ,= =

δ

ġ r0
2 ωt ϕ0+( ),cos–=

f˙ aR bΣ+( )–
G

2
r0

2–

G
---------------- ωt ϕ0+( ),sin–=

Ṙ
A1 A2+

C2
------------------G r0 ω–[ ] ωt ϕ0+( ),cos=

Σ̇
A1 A2+

C2
------------------G r0 ω–[ ] ωt ϕ0+( )cos .–=

g t( )
r0

2

ω
---- ωt ϕ0+( )sin ϕ0sin–[ ] ,–=

f t( ) γt β ωt ϕ0+( ) ϕ0cos–cos[ ] ,+=

R t( ) α ωt ϕ0+( )sin ϕ0sin–( ),=

Σ t( ) α ωt ϕ0+( )sin ϕ0sin–( ),–=

α
A1 A2+

C2ω
------------------G r0 ω–[ ] ,=

β 1
ω
----

A1 A2+
C2ω

------------------G r0 ω–[ ] b a–( )
G

2
r0

2–

G
----------------–

 
 
 

,–=

γ α ϕ0 a b–( ).sin=

p t( ) G F εP t( ), q t( )+cos G Fsin εQ t( ),+= =
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„‰Â

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ ‰Îfl Û„-
ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡, ÍÓÚÓ˚Â ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â ÒÎÂ‰Û˛-
˘Ëı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ÔÓ Ï‡ÎÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ ε:

(25)

èÓÓÊ‰‡˛˘ËÂ Â¯ÂÌËfl ( , , ) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚflÏË (9) Ò Û˜ÂÚÓÏ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÌÛ-
ÚÂÌÌÂ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÚÂÎ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ (M = 0).
èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (25) Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Á‡‚Ë-
ÒËÏÓÒÚË ‰Îfl Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈ-
ÎÂ‡ (7), ÔË‡‚ÌË‚‡fl ˜ÎÂÌ˚ ÔÓfl‰Í‡ ε, ÔÓÎÛ˜ËÏ
ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂ‚Ó„Ó ÔË·ÎËÊÂ-
ÌËfl:

(26)

éÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡
Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚-
ÌÂÌËÈ (26). ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ äÓ¯Ë [8]:

(27)

„‰Â y(t) – Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ L(y) = f(t),
L – ÎËÌÂÈÌ˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ, t0 –
Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ,
y0 – ‚ÂÍÚÓ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÈ, M(t) – ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘ÂÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ‡ f(t) – ‚ÂÍÚÓ ‚ÓÁ-
ÏÛ˘‡˛˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ.

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ Á‡ÔË¯ÂÏ Â¯ÂÌËfl ‰Îfl Ï‡Î˚ı
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ Û„ÎÓ‚ ÌÛÚ‡ˆËË Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‚‡-
˘ÂÌËfl ÔË ÌÛÎÂ‚˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı:

(28)

P t( ) g F –cos=

– G β ωt ϕ0+( )cos ϕ0cos–[ ] γt+( ) F,sin

Q t( ) g F +sin=

+ G β ωt ϕ0+( )cos ϕ0cos–[ ] γt+( ) F.cos

ψ ψ εΨ t( ), θ+ θ εΘ t( ),+= =

ϕ ϕ εΦ t( ).+=

ψ θ ϕ

Ψ̇ K θcos
A1 A2+( ) θsin

----------------------------------Θ–
1

θsin
----------- P ϕsin Q ϕcos+[ ] ,+=

Θ̇ K θsin
A1 A2+
------------------Φ– P ϕ Q ϕ ,sin–cos+=

Φ̇ K

A1 A2+( ) θsin
----------------------------------Θ θ P ϕsin Q ϕcos+[ ] .ctg–=

y t( ) M t( )M 1– t0( )y0 M t( ) M 1– s( )f s( ) s,d

t0

t

∫+=

Θ t( )
Φ t( )

M t( ) M 1– s( ) f Θ s( )

f Φ s( )
s,d

0

t

∫=

„‰Â

– ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ÓÁÏÛ˘‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË, ‡

– ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Â¯ÂÌËÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘ÂÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

ÖÒÎË ‚ ÔÂ‚ÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (26) ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Á‡-
‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl Û„Î‡ ÌÛÚ‡ˆËË,
ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ËÁ (28), ÚÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ Û„Î‡ ÔÂˆÂÒ-
ÒËË Ψ(t) ÓÔÂ‰ÂÎËÚÒfl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ:

èË‚Â‰ÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚ‡ Û„Î‡ ÌÛÚ‡ˆËË
θ(t) (ËÒ. 4) ÔÓ ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Ï ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏ Á‡-
‚ËÒËÏÓÒÚflÏ (28), (25), ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ˜ËÒÎÂÌ-
ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔË ÒÎÂ‰Û˛-

f Θ P ϕcos Q ϕ ,sin–=

f Φ θ P ϕsin Q ϕcos+[ ]ctg–=

M t( )
θ K

A1 A2+
------------------ tsinsin– θ K

A1 A2+
------------------ tcossin

K
A1 A2+
------------------ tcos K

A1 A2+
------------------ tsin

=

Ψ t( ) 1
θ0sin

------------- ×=

×
K θ0cos
A1 A2+( )

-----------------------Θ t( )– P t( ) ϕsin Q t( ) ϕcos+ + 
  t.d

0

t

∫

0.155

0.150

0.145

0.140

0.135

0.130
0 5 10 15 20 25 30

t, Ò

θ, ‡‰

2

1

êËÒ. 4. ë‡‚ÌÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ Û„Î‡ ÌÛÚ‡ˆËË:
1 – ̃ ËÒÎÂÌÌÓÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ, 2 – ÔË·ÎËÊÂÌÌ‡fl ‡Ì‡-
ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸.
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˘Ëı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ËÌÂˆËÓÌ-
ÌÓ-Ï‡ÒÒÓ‚˚ı Ô‡‡ÏÂÚ‡ı ÒËÒÚÂÏ˚:

m1 = 15 Í„, m2 = 30 Í„,

l = 0.4 Ï, d = 0.01 Ï

A1 = 2 Í„ Ï2, A2 = 1.5 Í„ Ï2,

C1 = 1.2 Í„ Ï2, C2 = 1.3 Í„ Ï2,

p0 = 0.3 ‡‰/Ò, q0 = 0.2 ‡‰/Ò,

r0 = 1.1 ‡‰/Ò, σ0 = 5 ‡‰/Ò.

èË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ï‡Î˚È Ô‡-
‡ÏÂÚ ËÏÂÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ε = 0.01.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓ‚Ó-
‰ËÚ¸ ‡Ì‡ÎËÁ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÔÛÒÍ‡ÂÏ˚ı ‡ÔÔ‡‡ÚÓ‚ Ò
˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ Á‡ÍÛÚÍÓÈ, ‡ Ú‡Í ÊÂ ‚˚·Ë‡Ú¸ Ì‡˜‡Î¸-
Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ËÌÂˆËÓÌÌÓ-Ï‡ÒÒÓ‚˚Â
Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ‡ÔÔ‡‡ÚÓ‚.
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